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Algoritmy v metode Bézierovho
orezavania

Abstract. Finding the points of intersection of a curve and a line or two curves is based

on the iterative method. The algorithms discussed in the paper indicate how the geometric
properties of the Bezier representation, the distance function and the fat line are applied in
the method of Bezier clipping.

1 [’IVOd

Vysetrovanie bodov prieniku dvoch kriviek sa stalo komplexnym problémom. Mnohi autori
sa zaoberali tymto problémom a existuje mnoho pribuznych prac [1], [6], [7] [9]. V nasom
pristupe problém prieniku je rieSeny modifikovanou metdédou Bézierovho orezdvania®
navrhnutou Nishitom a kol. [1998].

2 Met()da Bézierovho orezavania

Bézierovo orezavanie (Bézier clipping) je iterativna metdda vySetrenia prieniku Bézierovej
krivky s priamkou, resp. s inou Bézierovou krivkou. Tato metdda vyuZziva vlastnost’ konvex-
ného obalu Bézierovych kriviek a postupne iterativne orezava tie Casti krivky, ktoré nepretina-
ju dant priamku. Metdda bola vyvinuté pre raytracing Bézierovych ploch.

Nech je dana mnoZina bodov Vy, Vi, ..., V, v priestore E (Ez, E3) anech B’ (t) ,te <0,1>
su Bernsteinove polynomy. Potom Bézierova krivka n-tého stupna je definované vztahom
B(t):Zi:OBin (t)Vi . (1)

Tato reprezentéacia pracuje so Styrmi bodmi V;, i = 0,1,2,3 nazvanymi Bézierove riadiace bo-
dy. Body sl umiestnené v rovine E = E°, t.j. V; (v;* ,v/) a parametricka reprezenticia Béziero-

vej krivky maé tvar:
3
B (t)v!
B(t){xg?)}{zé" ’3( )V’y], 1€(0,1). )
y D B0y
V algoritmoch Bézierovho orezévania budeme pracovat’ s funkciondlnou (neparametrickou)

Bézierovou krivkou [2]. Aby sme zapisali Bézierovu krivku vo funkciondlnom tvare, zniZzime
jednu dimenziu na linearne polynomicku:

! 7 ang. Bézier clipping
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a g(1)=v,B, (t)+wB; (1)+v,B, (t)+v,B; (¢), kde v;ieR, i = 0,1,2,3 su Bézierove ordindty
(skalarne hodnoty). Parameter fe <O, 1> alebo e <a,b> je rovnomerne rozmiestneny, t.j.
t,=i/3 alebo t,=a+i(b—a)/3,i=0,123.

Zékladné vyjadrenie Bézierovych kriviek (1) pre n = 3 definuje krivku, ktora svoje riadia-
ce body Vi, V; len aproximuje. V naSich aplikacidch sa vyzaduje, aby Bézierova krivka pre-
chéadzala ,,presne‘ cez zadané body, t.j. ich interpolovala.

Nech su dané Bézierove riadiace body V, = [z/ 3,vl.], i =0,1,2,3. Potrebujeme vysetrit’ surad-
nice datovych bodov R, = [z/ 3,1;.] pomocou danych riadiacich bodov V, na Bézierovej kriv-
ke. Pouzijeme funkcionélny tvar (3) a vypocitame ststavu rovnic

r=g(i/3)=> B! (i/3)v,,i=0,123. (4)
To znamena, Ze ziskame Styri rovnice a vyjadrime v maticovom zapise 7, =1 ,,.v,, kde I ,,
oznacuje maticu 4x4. Vypocet (4) nazyvame inverziou Bézierovej krivky zadanej svojimi ria-
diacimi vrcholmi na krivku vyjadrenit ako polynomicku funkciu (IBP algoritmus).

K tomu, aby sme vypocitali Bézierove riadiace body V, = [z/ 3,vl.] , presnejSie Bézierove
ordinaty v; pomocou datovych bodov R, =[i/3,r], zapiSeme inverznu maticu /., =13, a
rieSenim na vypocet Bézierovych ordinatov je

vy =t, v, =—15/18r, +54/18,—27/18r, + 6/181,

v, =6/187r,—27/18 1, +54/18r, —15/18r,,v, =1, (%)
Vypocet (5) nazyvame inverziou krivky vyjadrenej ako polynomickd funkcia na Bézierovu
krivku (IPB algoritmus).

Konvexny obal a vlastnost’ klesajucej variacie

Vlastnost’ konvexného obalu (CHP - Convex hull property): Nech je dand mnoZina bo-
dov X ={X;,X|,....X,} v E(EZ,E3). Konvexnym obalom mnoZziny X nazyvame mnoZinu

bodov
KO(X)z{aoxo+...+a x ‘ Zfzoa[ =1,a, 20, a, ER}. (6)

n-n

Z toho vyplyva, Ze pre vietky 1 €(0,1) bude B(f)e{V,,V,, ...,V,}. To znamena, ze kazdy

bod Bézierovej krivky lezi vnutri konvexného obalu definovaného riadiacimi vrcholmi tejto
krivky.

M atematicka reprezentdcia konvexného obalu

Pretoze budeme pracovat’ iba s konvexnym obalom Styroch bodov riadiacej lomenej Ciary,
uréime konvexny obal Bézierovej krivky 3. stupiia nasledovne: Konvexny obal styroch bodov
vo vSeobecnosti je konvexny Stvoruholnik, ktorého vrcholmi su dané body a v Specialnych pri-
padoch to moze byt trojuholnik; ak su body kolinearne, moze to byt usecka alebo bod. Kon-
vexny obal Styroch bodov ilustrujeme na prikladoch, obr. 1.

2 7 ang. Convex Hull and Variation Diminishing Property
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Obr. 1 Konvexny obal $tyroch bodov v rovine

Vlastnost’ klesajucej varidacie (VDP - Variation diminishing property): pre rovinni Béziero-
vu krivku B(), vlastnostou VDP sa rozumie: pocet priesecnikov danej priamky s B(t) je men-
Si alebo nanajvys rovny poctu priesecnikov priamky s jej kontrolnym polygonom. Tym je vy-
jadrend vlastnost’” Bézierovej krivky, ktord sprevadza jej riadiaci polygon ,,dost tesne*
a nezataca sa viackrat nez jej riadiaci polygon.

Vzdialenostnzi funkcia

Nech je priamka £ v rovine E* zadana rovnicou:

{:ax+by+c=0, a+b=1 (7
s jednotkovym normélovym vektorom. Orientovana vzdialenost’ bodu (x, y) k priamke ¢ je
vyjadrena

ax+by+c
d(x,y)=—————=ax+by+c. 8

(ey)==—"0 Y 8)

Substitiiciou bodu na Bézierovej krivke (2) do (6) sa ziska
3 . 3 , 3 3
d(tr)=a) B (t)vi+bY  B'(t)v'+c). B (t)=), B(t)d,, (9

kde d, = av] +bv] +c. Funkcia d(¢) sa nazyva vzdialenostnou funkciou a skalarna hodnota d;

reprezentuje orientovanu vzdialenost’ riadiaceho bodu V, = (v." v ) k priamke ¢. Funkcia d(¢)

P27

je Bézierovou polynomickou funkciou.

Hrubzi priamka

Nech Vo, Vi, ..., V, su Bézierove riadiace body v rovine. Hrubou priamkou Bézierove]
krivky je kazdy rovinny pés s hrani¢nymi priamkami rovnobeznymi s priamkou V,V,. Aby sa
obmedzil pocet hrubych priamok B(#), hrubou priamkou L kubickej Bézierovej krivky
B(t) = Zlo Bf (t)Vl , L€ <0,1> , sa bude nazyvat mnoZina bodov X e E*, ktora spifla pod-
mienku d . <d <d_ ., kde dnin = min{dy, di, d», d3}, dmax = max{d, d\, d», d3} a d,, d,,
i€0,1,2,3 su orientované vzdialenosti (9) bodov X, Vo, Vi, V,, V3 k priamke ¢ = V,V;.
Priamka ¢ reprezentovana ako (7), potom hrani¢né priamky ¢’, £’” hrubej priamky L su vyjad-

rené ako:
iax+by+tctdnx=0,0":ax+by+c+dnn=0. (10)



Vsetky body konvexného obalu patriace Bézierovej krivke inciduju s hrubou priamkou
L=|¢¢”

3 Algoritmy Bézierovho orezavania

Algoritmy, uvedené v tejto Casti, preukazuju, ako vlastnosti Bézierovej reprezentacie krivky
mozu byt aplikované v problémoch prieniku krivky a priamky, resp. dvoch kriviek v rovine.

I. PT algoritmus (algoritmus polynom — 7 parametricka os)
Ciel'om je najst’ korene polynomickej funkcie.
Vstupné ddta: m polyndm definovany funkcionalnou rovnicou
y=v(t)=a,+at+ .. +at", t e(a,b)
m parametrickd axis ¢ zadana rovnicou
y=0 (ax+by+c=0,kdea=c=0).(0Obr.2)
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Obr. 2. PT algoritmus. Obr. 3. Prienik konvexného obalu

Bez. krivky s parametrickou osou 7.

Krok 1. Prepiseme polynomicku funkciu v(f) na Bézierovu formu, t.j. aplikovanim IPB algo-
ritmu (5) na zadani polynomicku funkciu v(f) a ziskame Bézierove riadiace vrcholy
Vo =[a, Wa)], Vi =[QRa+b)/3,v1], Vo= [(a+2b)/3,v;], V3 =[b, v(b)] pre rovhomerne rozmies-
tneny parameter 7.

Krok 2. Urc¢enie konvexného obalu riadiacich bodov vytvoreného segmentu krivky.

Krok 3. Test A (vylucenie ,,nevhodnych* pripadov metddou prieniku konvexného obalu Bé-
zierovej krivky a parametrickej osi f)

Test zistenia, ¢i vsetky riadiace body Bézierovej krivky leZia v jednej z opacnych polrovin
s hranicnou priamkou v osi t; viac detailov v [8]. Napriklad, na obr. 3 je ilustrovany vyluceny
pripad b).

Krok 4. Test B

Test zistenia prieniku konvexného obalu Bézierovej krivky a osi t. Ziska sa interval [tmin, fmax]-
Pozri obr. 4a.

Krok 5. Pre hodnoty fmin, fmax Vy€islit’ ordindty bodov B(tmirl ) , B(tmax) na Bézierovej krivke
B(?). Dostavame novy interval pre krivku, ktory koreSponduje s intervalom [tyin, fmax]. Vyme-
dzime segmenty krivky koreSpondujuce s intervalmi <t . a ¢t >¢_ , pretoZe nepretinaju os ¢
a ,,odrezeme* ich (vzh'adom na VDP). Pozri obr. 4b.

Krok 6. Test C

percentudlne porovnanie zmeny novovzniknutého intervalu [timin, timax], i=1,2, ..., mvoli
povodnému [a, b], resp. predchadzajicemu intervalu [timin, timax], pretoze plati [¢" nin, " max] <
... C [timin, timax] C [fmin, tmax] < [a, b]. Na obr. 4 je ukazka prvej iteracie. Bézierove oreza-
vanie skon¢i, ked’ nastane jedna z tychto moznosti:

n



e Konvexny obal Bézierovej krivky v prislusnej iterdcii nepretina os ¢ — tym sa ukaze, ze
neexistuje ani prienik Bézierovej krivky s parametrickou osou alebo zadanou priam-
kou.

e Dizka intervalu je mensia nez prahova hodnota . Algoritmus dava pri kazdom orezani
ako navratovu hodnotu interval [min, fmax] @ skutoCnost’, Ze nastane situacia, ked’ [#min,
tmax] < &, budeme povazovat' za cielovl a ako pribliznii hodnotu korenia polynomu
prehlasime stred intervalu [¢" i, " max)-

Vystupné data: koreii(-e) polynomickej funkcie
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Obr. 5. Zadanie CL algoritmu a vy¢islenie orien-
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Obr. 4. PT algoritmus.
(a) Origindl. (b) Po prvom orezani. ‘\/h]

Obr. 6. Vysledok CL algoritmu

II. CL algoritmus (Curve — Line algorithm)
Ciel'om je ngjst prienik rovinnej Bézierovej krivky a priamky.
roqr ;. . 3
Vstupné data: m Bézierova krivka B(¢) = Zl_:o B,(1)V,, te <O,l> .
m priamka £ implicitnou rovnicou ¢: ax + by + ¢ = 0 v normovanom tvare, t.j.

koeficienty a, b, ¢ sit modifikované na formu a”> +b> =1.
Krok 1. Vy¢islenie orientovanej vzdialenosti d; € R riadiacich vrcholov Bézierovej krivky V;

od danej priamky £. Obr.5.
Krok 2. Urcenie “novych” riadiacich vrcholov D, = [l/ 3;dl.] pre i =0,1,2,3. Obr.6.

Krok 3. Aplikujeme PT algorithm pre funkciu d(¢)
Vystupné data: Bod(-y) prieniku Bézierovej krivky B(?) a priamky ¢.

III. CC algoritmus (Curve — Curve algorithm)
Ciel'om je ngjst’ prienik dvoch rovinnych Bézierovych kriviek.

Vstupné data: m Dve Bézierove krivky V(¢) = Z;} B, (1)V,, te(a,b),

P(s)=Y. B.(s)P, se(mn).Obr].

Krok 1. Test D
Test zistenia prieniku konvexnych obalov dvoch Bézierovych kriviek pomocou metody Minmax
obalov; viac detailov v [6].



Krok 2. Konstrukcia hrubej priamky £°¢"" krivky P(s), s € (m,n) v smere priamky PoPs. Pozri
obr. 8. Poznamka: Ak zadané Bézierove krivky su druhého alebo treticho stupna, podla po-
stupov uvedenych v [8] je vhodné zuzit' hrubu priamku na uzsi rovinny pds.

Krok 3. Vyuzitim predchadzajucich algoritmov alebo ich ¢asti sa ndjde prienik(-y) Béziero-
vej krivky s priamkami £’, £”’. Uplatnime CL algoritmus a modifikovany PT algoritmus. Obr.
9, 10.

Vystupné data: Bod(-y) prieniku dvoch Bézierovych kriviek V(¢), P(s).

YA

. 0 LA &
\'1':!___
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Obr. 9. CC algoritmus: novovytvorend Bézierova krivka Obr. 10. CC algoritmus: vysledok pr-

vej iterdcie V(t)

4 Zz’wer

Modelovanie kriviek v CAGD predstavuje vel’ky fenomén v podobe algoritmickych rieSeni
vySetrovania prieniku kriviek. Pretoze nasa praca, ako uz bolo v tvode spomenuté, zahtna
zatial’ plandrne konstrukcie a algoritmy, bude potrebné rozsirenie rovinnych vzt'ahov na prie-
storové, ¢ize prechod z E* do priestoru E°. Snaha vyuzit' vlastnosti dvojrozmernych matema-
tickych objektov v priestore £° bude vyZadovat napr. aj zmenu reprezentcie Bézierovych
kriviek na iny typ kriviek, nové konverzie, resp. inverzie medzi reprezentaciami kriviek, roz-
Sirenie hrubej priamky na ,,hruby péas* a v neposlednom rade i zmena vzdialenostnej funkcie
pre priestorové krivky.
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